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ラムゼイモデル

離散時間のラムゼイモデルは以下の最大化問題で表現される。

max
∞∑
t=0

δtu(ct)

subject to. kt ≥ 0, ct ≥ 0, (1)

kt+1 = f(kt)− ct,

k0 = k̄ > 0 is given.

ただし δ ∈]0, 1[であると仮定される。
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ラムゼイモデルの背景

念のために、このモデルの背景を確認しておく。ctは t期の消費、
ktは t期の資本ストックを表す。モデル (1)には出てきていない
が、生産関数 g(k)と資本減耗率 d ∈]0, 1]があって、経済は t期に
資本ストック ktを使って g(kt)だけの生産を行い、それを消費 ct
と投資 itに分ける。したがって ct + it = g(kt)である。次に、t+ 1
期の資本ストック kt+1は、t期に減耗しなかった資本 (1− d)ktと、
投資 itの合計である。これらをまとめると関係

kt+1 = it + (1− d)kt = g(kt) + (1− d)kt − ct

となるので、f(k) = g(k) + (1− d)kと定義すれば (1)の制約条件
が出てくることになる。
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モデルの変形

ラムゼイモデルは、ctを消して以下の形に変形しておいた方が扱
いやすい。

max
∞∑
t=0

δtu(f(kt)− kt+1)

subject to. 0 ≤ kt+1 ≤ f(kt), (2)

k0 = k̄ > 0.

以後、我々はこの形式のモデルを扱う。
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本日の目的（１）

問題 (2)は、一変数の非常に単純な離散時間動学モデルであり、こ
の種の問題は解を一階の差分方程式

k∗
t+1 = p(k∗

t ), k0 = k̄

で特徴づけることができることが知られている。この関数 pを政
策関数と呼ぶ。
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本日の目的（２）

かつて、積分可能性理論について他分野の研究者と話したとき、
動学的なモデルへの拡張可能性を尋ねられたことがあった。すぐ
に考えたのは、それは難しいだろうということだった。なぜなら、
積分可能性、つまり購買行動を表す関数から効用を逆算する理論
の前提にあるのは、購買行動が観測可能であるということである
が、動学モデルには未来が含まれ、未来の購買行動はまだ見えな
いからである。
しかし、政策関数なら観測可能なのではないか。これは時系列デー
タに対応しているため、少なくとも推定は容易にできそうに思え
る。ここから積分可能性理論のような議論はできないだろうか？
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本日の目的（３）

政策関数の候補 pと生産技術 f を与えられたものとして、消費者
の好みを表す δと uを逆算する理論はできないものかと考えてみ
たところ、どうやらこの (2)については、いくつかの仮定の下でで
きることがわかった。同時に、実際に pが (2)の政策関数になるよ
うな δと uが存在するための pと f の満たすべき条件も、完全に
調べることができた。つまり、f が与えられた下で、ラムゼイモデ
ルの政策関数になりうる pの完全な特徴づけを見つけたというこ
とである。
本日の報告は、この研究の概要の説明、そして一般化の方向性を
いくつか探ることである。
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生産技術への仮定

仮定１
f : R+ → R+は連続で増加的な狭義凹関数で、R++上では連続微
分可能であり、f(0) = 0で、また次の極限評価

lim
k→0

f ′(k) = +∞, lim
k→∞

f ′(k) < 1

を満たす。
最後の不等式は、gが稲田条件を満たしていると、
limk→∞ g′(k) = 0となることから limk→∞ f ′(k) = 1− dとなって、
満たされることが簡単にわかる。ここからただちに、f(k) = kと
なる k > 0の存在と一意性がわかる。（Hosoya (2014)には
limk→∞ f ′(k) = +∞がないが、これがないと証明が破綻するので、
これは間違い）
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効用関数への仮定（１）

仮定２
u : R+ → R ∪ {−∞}は連続で増加的な狭義凹関数で、R++上で連
続微分可能である。また次の極限評価

lim
c→0

u′(c) = +∞

を満たす。
この仮定は標準的だが、とある技術的な事情によってもうひとつ
だけ、類似の仮定を用意しなければならない。
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効用関数への仮定（２）

仮定２’
DはR+であるか、あるM > 0に対して [0,M ]であるかのどちら
かで、u : D → R ∪ {−∞}は連続で増加的な狭義凹関数で、Dの
内部で連続微分可能である。また次の極限評価

lim
c→0

u′(c) = +∞

を満たす。
なぜこれが必要なのかというと、政策関数の候補が特殊な形をし
ていると、ある一定の消費以上は「絶対にしない」可能性がある。
そうすると、それ以上の消費についてはデータが得られないので、
原理的に絶対に逆算できないのである。なので、後でDは逆算で
きる最大の大きさの区間になる。
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定理１（１）

定理１
ラムゼイモデル (2)が仮定１と仮定２を満たしているならば、その
政策関数 p : R+ → R+は以下の６つの条件を満たす。
1) pは連続で増加的であり、k > 0ならば 0 < p(k) < f(k)を満
たす。

2) 方程式 p(k∗) = k∗を満たす正の k∗はただひとつに定まる。
3) p0(k) = kとし、pn+1(k) = p(pn(k))と定義する。このとき

k > 0であれば、
lim
n→∞

pn(k) = k∗

が必ず成り立つ。
（続く）
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定理１（２）

定理１（続き）
4) f ′(k∗) > 1である。
5) c(k) = f(k)− p(k)と定義すると、関数 c(k)も増加的である。
6) k > 0とすると、以下の無限積

∞∏
n=1

f ′(pn(k))

f ′(k∗)
(3)

は正の値に収束する。
（続く）
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定理１（３）

定理１（続き）
このとき、

δ =
1

f ′(k∗)
(4)

である。また、c∗ = f(k∗)− p(k∗)と定義すると、関数 c(k)の値域
に属するすべての xに対して、

u(x) = u(c∗) + u′(c∗)

∫ x

c∗

∞∏
n=1

f ′(pn(c−1(y)))

f ′(k∗)
dy (5)

が成り立つ。
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定理２

定理２
f が仮定１を満たし、f と p : R+ → R+が定理１の条件 1)-6)を満
たしているとする。このとき、適当に u(c∗) ∈ Rと u′(c∗) > 0を決
めて (4)式と (5)式で δと uを定めると、uは仮定２’を満たし、u
と δと f からなるラムゼイモデルにおいて pは政策関数である。
したがって、f が与えられた下で、仮定２や２’の下でのラムゼイ
モデルの政策関数の特徴づけは、定理１の 1)-6)で与えられること
がわかった。また、割引率や効用関数を逆算するための手続きは
(4)と (5)の二式で与えられることもわかった。
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定理の証明のアイデア（１）

以下、定理の証明のアイデアを概観しよう。まず、よく知られて
いることをおさらいする。V (k)を問題 (2)の価値関数とすると、
ベルマン方程式

V (k) = max{u(f(k)− k′) + δV (k′)|0 ≤ k′ ≤ f(k)} (6)

が成り立つ。この右辺の最大値を達成する k′が p(k)である。
0 ̸= p(k) ̸= f(k)は、仮定 limc→0 u

′(c) = +∞から簡単に示せる。
ベンベニスト＝シャインクマンの包絡線定理から V は微分可能で、

V ′(k) = u′(f(k)− p(k))f ′(k) (7)

が成り立つ。
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定理の証明のアイデア（２）

(6)式の最大値が内点で達成されることから、最大化の一階条件に
より、

−u′(f(k)− p(k)) + δV ′(p(k)) = 0

が出てくる。(7)式を代入して整理すると、

u′(f(k)− p(k)) = δu′(f(p(k))− p2(k))f ′(p(k)) (8)

となって、オイラー方程式が得られる。
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定理の証明のアイデア（３）

定常状態 k∗では p(k∗) = p2(k∗) = k∗なので、オイラー方程式に代
入して、

u′(f(k∗)− k∗) = δu′(f(k∗)− k∗)f ′(k∗)

を得る。ここからただちに関係

δf ′(k∗) = 1

を得る。条件 4)、および (4)式はここから出てくる。

細矢祐誉 (中央大学) Reverse Calculation for RCK model April 17, 2021 17 / 34



定理の証明のアイデア（４）

オイラー方程式の右辺にある u′(f(p(k))− p2(k))の部分は左辺と
相似形なので、左辺と見なして右辺を代入することで、繰り返し
変形ができる。つまり、

u′(f(k)− p(k)) = δu′(f(p(k))− p2(k))f ′(p(k))

= δ2u′(f(p2(k))− p3(k))f ′(p(k))f ′(p2(k))

= ...

= δnu′(f(pn(k))− pn+1(k))
n∏

i=1

f ′(pi(k))

を得る。
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定理の証明のアイデア（５）
ここに (4)式を代入し、f(k)− p(k) = c(k)を使って整理すると、

u′(c(k)) = u′(c(pn(k)))
n∏

i=1

f ′(pi(k))

f ′(k∗)

を得る。
なんらかの議論を経て 3)が証明できたとしよう。すると n → ∞
のとき pn(k) → k∗なので、右辺の最初にある u′(c(pn(k)))は u′(c∗)
に収束し、左辺は nに依存しない。よって積の部分もどこかに収
束しなければならない。これで 6)が得られる。さらにこのとき、

u′(c(k)) = u′(c∗)
∞∏
n=1

f ′(pn(k))

f ′(k∗)

が得られたことになる。
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定理の証明のアイデア（６）
さらに、5)も証明できたとしよう。すると c(k)は増加的なので逆
関数 c−1(x)が存在する。数 xが c(k)の値域に入っているとき、先
ほどの式の kに c−1(x)を代入すると、

u′(x) = u′(c∗)
∞∏
n=1

f ′(pn(c−1(x)))

f ′(k∗)

が得られる。後はこれの原始関数を求めれば uの逆算が完了する
が、それは積分定数Cを使って

u(x) = C + u′(c∗)

∫ x

c∗

∞∏
n=1

f ′(pn(c−1(y)))

f ′(k∗)
dy

ということである。C = u(c∗)は簡単にわかるので、これで (5)式
が得られたことになる。
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定理の証明のアイデア（７）

以上は 3)や 5)を仮定して 6)を示すやり方であるが、実際のとこ
ろ 1)-3)まではラムゼイモデルの性質としては有名で、多くの書籍
に載っている。4)も、応用研究で δを推定するときに普通に使わ
れている。5)は有名ではないが、Van and Dana (2003)に書いてあ
る。よってHosoya (2014)を書くときに知られていなかったのは 6)
だけだった。したがって本質的には定理１は 6)の証明だけを埋め
れば、後の箇所はいずれも知られた内容であって、埋めるのは難
しくない。

細矢祐誉 (中央大学) Reverse Calculation for RCK model April 17, 2021 21 / 34



定理の証明のアイデア（８）

なお、定理２はさらに簡単で、k0 = k̄, kt+1 = p(kt)と定義した数
列 (kt)が (4)と (5)で与えられた δと uについてオイラー方程式と
横断性条件を満たすことを確かめるだけでよい。
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技術的な補足

なお、0 < k < k∗ならば k < p(k) < k∗であり、逆に k∗ < kなら
ば k∗ < p(k) < kであることが簡単に示せる。したがって有限積

n∏
i=1

f ′(pi(k))

f ′(k∗)

は nについて単調である。これをうまく用いることで、この有限
積の無限積

∞∏
n=1

f ′(pn(k))

f ′(k∗)

への収束が広義一様であることを示すことができる。これが、(5)
で与えられた uが連続微分可能である理由になっている。
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命題

具体的に f や pが与えられたときに、6)の無限積の収束を判定す
る方法が難しいかもしれない。そこで、収束の十分条件を与える
命題をひとつ追加する。
命題
f は仮定１を満たし、pは 1)-5)を満たすとする。もし f ′′(k∗)が存
在し、かつ p′(k∗) < 1ならば、6)が成り立つ。
3)から、p′(k∗) ≤ 1まではわかっていることに注意。つまり、
p′(k∗) < 1という追加条件は p′(k∗) ̸= 1という意味であり、それほ
ど強い条件ではない。
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命題の補足

この命題から、局所安定性条件 p′(k∗) < 1と無限積 (3)の収束がな
んらかの関係を持っていることがわかる。もしかすると、無限積
の収束条件は、安定性についてのなんらかの条件と関係があるの
だろうか？　しかし、これについてはまだ詳しいことはわかって
いない。なお、定常状態の一意性があるので、定常状態の局所安
定性と大域安定性は同値であることに注意。
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計算例（１）

ここでは、f(k) = kaかつ p(k) = bkaという場合について考える。
ただし 0 < b < a < 1を仮定する。この f と pの組が仮定１と
1)-5)を満たすことは非常に簡単に示せる。また、k∗ = b

1
1−a である

が、p′(k∗) = a < 1なので、命題より 6)も満たされる。したがっ
て、定理２が適用可能である。f ′(k∗) = a

b
なので、(4)式から

δ = b
a
がただちに定まる。

細矢祐誉 (中央大学) Reverse Calculation for RCK model April 17, 2021 26 / 34



計算例（２）
c(k) = f(k)− p(k) = (1− b)kaなので、c−1(x) = 1

(1−b)a−1 xa−1と計
算できる。一方、正の定数 anを用いて pn(k) = ank

anと書ける。
したがってやはり正の定数 bnを用いて f ′(pn(k)) = bnk

an(a−1)と書
ける。これを使うと、なんらかの定数 c > 0に対して

∞∏
n=1

f ′(pn(c−1(x)))

f ′(k∗)
= cx(a−1)

∑∞
n=0 a

n

=
c

x

と計算できる。したがって、これの原始関数の正アフィン変換が
u(x)なので、たとえば

u(x) = log x

がこれに該当する。以上で逆算が終了した。
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関連研究との関係（１）

政策関数の「候補」と生産技術を与えられたものとして、その候
補を実際に政策関数として持つ動学的最適化モデルの「存在」を
示す研究はいくつもある。それらはどちらかというと、カオスを
許容する政策関数を生み出すモデルの存在を示すために研究され
てきたという側面がある。Boldrin and Montrucchio (1986)は政策
関数の候補が二階連続微分可能ならば、だいたいの場合にうまく
モデルを構築できることを示している。しかしながら、そこで作
られるモデルは「縮約形」という形のモデルになっている。
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関連研究との関係（２）
縮約形の動学モデルというのは下記のように記述される。

max
∞∑
t=0

δtu(kt, kt+1)

subject to. (kt, kt+1) ∈ Γ,

k0 = k̄ is given.

このモデルにおいて Γという集合が生産技術を表現しており、ラ
ムゼイモデルだと

Γ = {(k1, k2) ∈ R2
+|0 ≤ k2 ≤ f(k1)}

である。特徴的なのは uで、ただの二変数関数として記述されて
いる。
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関連研究との関係（３）

縮約形は非常に一般的なので、ラムゼイモデルではないモデルも
たくさん含む。このため、モデルの「存在」については言いやす
くなっているものの、「一意性」は逆にほぼ言えないという構造を
持つ。
これに対して今回の研究では、ラムゼイモデルという特定の構造
をモデル内部に入れる代わりに、「一意性」まで言える構造になっ
ているのが特徴となっている。さらに、uの「計算可能性」も担保
できるのがかなり特徴的であると思われる。（なお、pに微分可能
性が要らないのも個人的には気に入っている。折れ線でもよい）
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拡張の方向性（１）

いままで試みた拡張の方向性について説明する。第一は、確率を
入れたラムゼイモデルに話を拡張することである。これについて
は、いくつかの追加条件の下、逆算の可能性までは担保できてい
るのだが、逆算結果の一意性を担保することがまだできていない。
これは難しい未解決問題である。
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拡張の方向性（２）

次に、多変数化が挙げられる。少し考えただけでも、この文脈で
の多変数化はかなりの難しさを問題に与えるであろうことが推察
される。特に、資本ストックが複数財に分類されているラムゼイ
モデルで、そもそも定常状態の安定性を言えるのかどうかについ
ては、実はよくわからない。
証明のアイデアを見ればわかるように、本研究の証明は多分に安
定性に頼っているところがあるため、多変数にすることによって
問題はとたんにものすごく難しいものになることが予想できる。
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拡張の方向性（３）

最後に、資本ストックを複数財にするのではなく、フローの財で
ある労働を内生化して入れるということが考えられる。しかし、
労働がフローである以上、政策関数は一変数で、かつ二次元の値
を持つ関数 p(k) = (pk(k), pl(k))となってしまう。すると、(c, l)と
いう二変数空間の上で、モデル上最適になり得る組み合わせは一
次元の曲線になってしまい、結果として大量の u(c, l)の候補が挙
がってきて一意性が崩壊する。
u(c) + v(l)という加法分離型を上から仮定するならば、かなりこ
の問題は緩和され、uと vの一意性は復活する「ようである」。こ
れは２０１４年時点の自分の研究メモに書いてあることだが、た
だしこの研究から離れてかなりの時間が経つので、本当に復活す
るかどうかは当時の自分の数学力にかかっている。（証明をチェッ
クしていない）
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Thank you for your attention.
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