
第二章

問題１：省略。

問題２：三角不等式以外は明白。三角不等式は、まず絶対値について x, y の符号が一致
する場合と異なる場合の場合分けで示すことができ、一般の場合に拡張することは容易で
ある。

問題３：n = 2 の場合、ρ は通常の円、ρ′ と ρ′′ はそれぞれ点線と実線の正方形になる。
n = 3の場合は省略。
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図 1 ρ′ と ρ′′ の場合

問題４：次の等式

∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 = (∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2)− (∥x∥2 − 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2) = 4⟨x, y⟩

からただちに導かれる。

問題５：以下、{0} = ∩n(−1/n, 1/n)を示す。{0} ⊂ ∩n(−1/n, 1/n)は明らか。逆を示
すために、x ∈ ∩n(−1/n, 1/n)とする。任意の ε > 0に対して、アルキメデスの原理から
ε−1 < N となる N が存在するが、これは |x| < 1

N < εを意味する。故に、|x| = 0でな
ければならないが、これは x = 0を意味する。

問題６：本文と同様にド・モルガンの公式から得られる次の関係

(∪n
i=1Fi)

c = ∩n
i=1F

c
i

からただちに導かれる。
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問題７：問題５で示した等式の両辺の補集合を取ればよい。

問題８：U \ F = U ∩ F c であり、F \ U = F ∩ U c なので、明らか。

問題９：x = (y, z)とする。B2r(x) ⊂ U となる r > 0をひとつ取ってきて、V = Br(y)

かつW = Br(z)とすれば、

u = (v, w) ∈ V ×W ⇒ ∥u− x∥2 = ∥v − y∥2 + ∥w − z∥2 < 4r2

となるため、V ×W ⊂ U となって主張が成り立つ。

問題１０：以下、p ̸= 1かつ q ̸= 1のとき、

1/p+ 1/q = 1 ⇔ p− 1 = 1/(q − 1) ⇔ 1/(p− 1) = q − 1

であることを頻繁に用いる。

(1) p, q ̸= 1の場合のみを扱う。積分によって、

S1 =

∫ a

0

sp−1ds =
ap

p

となる。逆関数も同様に積分すれば

S2 =

∫ b

0

tq−1dt =
bq

q

となる。図でわかるとおり、ab ≤ S1 + S2 であるから、不等式は正しい。
(2) 1 < p, q < +∞のときは、a = |xi|、b = |yi|として上で示した等式から、

|xiyi| ≤ |xi|p/p+ |yi|q/q

である。これを iについて足し合わせれば求めていた結果を得る。
p = 1、q = ∞である場合、∑i |xi| = 1となる xと supi |yi| = 1となる y について
考えたとき、この式が成り立つのは明らかである。pと q が逆の場合も同様。

(3) 一般に ∥x∥p =
(∑ℓ

i=1 |xi|p
)1/p

と書く（ただし p = +∞の場合は ∥x∥p = maxi |xi|）
とき、z = 1

∥x∥p
x,w = 1

∥y∥q
y とすれば、z, w は (2)の条件を満たすため、

ℓ∑
i=1

|ziwi| ≤ 1
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を満たす。ここからただちに
ℓ∑

i=1

|xiyi| ≤ ∥x∥p∥y∥q

を得る。
(4) p, q ̸= 1の場合、zi = (|xi|+ |yi|)p−1 とすると、

ℓ∑
i=1

(|xi|+ |yi|)p =
ℓ∑

i=1

|zixi|+
ℓ∑

i=1

|ziyi|

≤ ∥z∥q∥x∥p + ∥z∥q∥y∥p

を得る。ここで q(p− 1) = p−1
1−1/p = pとなることに注意すれば、

∥z∥q =

(
ℓ∑

i=1

(|xi|+ |yi|)q(p−1)

)1/q

=

(
ℓ∑

i=1

(|xi|+ |yi|)p
)1/q

となっており、よって割り算によって(
ℓ∑

i=1

(|xi|+ |yi|)p
)1/p

≤ ∥x∥p + ∥y∥p

を得る。|xi + yi| ≤ |xi|+ |yi|であるから、これで証明が終わる。p = 1のときは単
なる三角不等式に過ぎない。q = 1のときは、この両辺の足す操作の代わりに iにつ
いての最大化操作を考えることにすれば確認できる。

(5) ヘルダーの方だけ確認すると、1 < p, q < +∞のときには、まず ℓを固定すれば (3)

から
ℓ∑

n=1

|xnyn| ≤

(
ℓ∑

n=1

|xn|p
)1/p( ℓ∑

n=1

|yn|p
)1/p

となる。右辺は ∥x∥p∥y∥q で上から押さえられるため、数列 xnynは絶対収束し、かつ
∞∑

n=1

|xnyn| ≤ ∥x∥p∥y∥q

となる。これで示された。p = 1の場合の例外処理は簡単なので省略する。
(6) 三角不等式以外は明白に成立するので、三角不等式だけを考えればよいが、これは

Minkowskiの不等式で示されている。
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問題１１：まず (ii)から (iii) については、Bε(x)が xの近傍であることから明らかであ
る。(iii) から (ii) を示すために、U は x を含む開集合とする。するとある r について
Br(x) ⊂ U となるが、Br(x) ∩M ̸= ∅であるから、U ∩M ̸= ∅である。

問題１２：

(1) (ii)と (iii)の同値性は問題１１の推論を繰り返すだけなので省略する。
(i)から (ii)について。x ∈ ∂M であり、U は xの近傍とする。x ∈ cl.M なので、定
理 2.6からM ∩U ̸= ∅である。一方でM c ∩U = ∅ならば U ⊂ M なので、x /∈ ∂M

となるがこれは矛盾である。よってこれはあり得ず、(ii)が成り立つ。
(ii)から (i)について。仮定から、x ∈ cl.M である。もし x /∈ ∂M ならば、U をM

の内部として取ったとき、x ∈ U なのに U ∩M c ̸= ∅ であり、これは仮定と矛盾す
る。以上で証明が完成した。

(2) よく知られているように、有理数のどれほど近くにも無理数が存在し、また無理数の
どれほど近くにも有理数が存在するので、上の (iii) から、cl.Q = R かつ int.Q = ∅
となる。故に ∂Q = cl.Q \ int.Q = Rが導かれる。一方、R× {0}は R2 の部分集合
として閉であるが、任意の ε > 0 に対して (x, 0) を中心とする半径 ε > 0 の開球は
y = ε

2 として (x, y) を含むため、R × {0} は内部を持たない。したがってこちらも
R× {0}が境界となる。

問題１３：１）正しい。２）Rならば [0, 1/2]であり、(0, 1]ならば (0, 1/2]である。３）
Rならば (0, 1/2)であり、[0, 1]ならば [0, 1/2)である。

問題１４：

(1) x ∈ M ′ であるとすれば、x ∈ cl.(M \ {x}) ⊂ cl.M である。したがってM ′ ⊂ cl.M

を得る。故に M ∪ M ′ ⊂ cl.M となるが、これは cl.(M ∪ M ′) = cl.M を意味す
る。次に x /∈ M ∪ M ′ と仮定する。x /∈ M であるから M \ {x} = M となり、
さらに x /∈ M ′ であるから、x /∈ cl.M を得る。よって x /∈ cl.(M ∪ M ′) である。
以上から、(M ∪ M ′)c は開であることがわかったので、主張は正しい。付随して、
M ∪M ′ = cl.M という結果を得た。

(2) M ∪M ′ = cl.M であるから、M が閉集合であればM ′ ⊂ M である。逆にM ′ ⊂ M

ならばM = cl.M となるため、M は閉である。
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問題１５：int.M c = (cl.M)c なので、

X = cl.M ∪ (int.M c) ⊂ cl.(M ∪ int.M c)

となって結論を得る。

問題１６：任意の可算無限集合について、それを含む閉集合は Rだけなので、これが閉包
となる。つまり、任意の可算無限集合が稠密である。

問題１７：

(1) Aは可算かつ X 内で稠密であるとし、U ⊂ X は開集合であるとする。B = A ∩ U

としよう。x ∈ U のとき、x を含む U の開集合 V を取ると、それは X においても
開である。したがって y ∈ A ∩ V が存在するが、y ∈ V なので y ∈ U であり、故に
y ∈ B である。これは cl.B = U を意味する。

(2) 距離空間の場合、可分であれば完全可分であるが、完全可分な空間の部分集合に相対
位相を入れれば当然完全可分である。

問題１８：

(1) N = {(x, y) ∈ R2|y > 0}としよう。N の開集合と R2 の通常の位相における開集合
は一致するため、N の開集合は B の元の可算個の合併と一致することに注意する。
ここで A,B ∈ B とするとき、A∩B ⊂ N ならば、それは R2 の開集合であり、よっ
てB の可算個の元の合併として表せる。A ∩B が (x, 0)を含んでいた場合、Aも B

も (x, 0)の点で x軸と接する球である。したがってどちらかがどちらかに含まれるこ
とになり、A ∩B ∈ B である。
次に、B の元の任意個の合併で表せる集合の全体を T と置く。すると、まず M

と ∅ は T の元である。次に、任意個の T の元の合併は T の元である。最後に、
A,B ∈ T であれば、B の族 (Aα)と (Bβ)について、

A = ∪αAα, B = ∪βBβ

と書ける。このとき、

A ∩B = (∪αAα) ∩ (∪βBβ) = ∪α ∪β (Aα ∩Bβ) ∈ T

である。よって T はB を基底とするM の位相である。
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(2) M∗ = {(x, y) ∈ Q2|y > 0}を取る。このM∗ は可算集合であり、通常の位相でもっ
ての閉包はM と一致する。上で与えた位相でも閉包がM と一致することを示すた
めには、まず z = (x, y) ∈ N とすれば、任意の z を含むB の元 U に対して、十分小
さな半径 r > 0について Br(x) ⊂ U となる。U がB の元ではなく T の元であって
も事情は同様で、したがって U はM∗ の要素を少なくともひとつは含まなければな
らない。これは z ∈ cl.M∗ を意味する。次に z = (x, 0) ∈ M \N を取れば、U が T

の元で z を含むとき、それは (x, 0)で x軸と接する開球を含む。したがってそれらに
はやはりM∗ の元が含まれる。以上から、この場合も z ∈ cl.M∗ となることが示され
たので、M∗ は位相 T の下でたしかに稠密である。

(3) T の x軸への相対位相は離散位相であるが、これは可分ではない。

問題１９：これは実数の連続性と同値であることがよく知られている。杉浦 (1980)の第
一章を参照。

問題２０：まず、(xn) が x に収束しているとし、(xk(n)) が部分列であるとする。x を
含む任意の開集合 U を取って固定する。このとき、収束の定義から、ある N が存在し
て、n ≥ N ならば xn ∈ U である。同じ N について、n ≥ N ならば k(n) ≥ N なので、
xk(n) ∈ U が成り立つ。収束の定義から、(xk(n))は xに収束していることがわかる。

問題２１：

(1) 単調非増加であることは明白であるから、後はある n について Mn < +∞ ならば
M1 < +∞であることを示せばよいが、これは

M1 = max{x1, ..., xn−1,Mn}

であることからただちに従う。
(2) 問題１９を参照。
(3) 上極限のみ示す。下極限もまったくおなじように証明を行えばよい。
まず、σ = +∞ のときを考える。これは Mn ≡ +∞ を意味するため、任意の n と
M > 0に対して、xk > M となるような k ≥ nが存在することを意味する。そこで
特に、xk > 1を満たす最小の kを k(1)とする。以下、k(m)は増加的で、xk(m) > m

となるように k(1), ..., k(M)まで定まったと仮定する。このとき、xk > M + 1とな
る最小の k ≥ k(M) + 1 を k(M + 1) とする。こうして作られた部分列は明らかに
+∞に発散する。
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次に、σ = −∞のときを考える。今度はMn → −∞であるが、Mn ≥ xn であるか
ら、追い出しの原理によって xk → −∞となる。したがって部分列を取るまでもなく
(xk)は −∞へと発散する。
最後に σ ∈ R のときを考えよう。仮定から、|Mk − σ| < 1 となる k が存在する。
(Mk)が単調非減少であることに注意すれば、Mk ≥ σ が得られる。一方でMk の定
義から、ℓ ≥ k かつ xℓ > Mk − 1となる ℓが存在する。このとき、

σ − 1 ≤ Mk − 1 < xℓ ≤ Mk < σ + 1

となるため、|xℓ − σ| < 1 である。そこで、k を k(1) とし、対応する ℓ をひとつ
取って ℓ(1) とする。以下、k(M), ℓ(M) まで定まり、m ∈ {1, ...,M} について双方
が単調増大で、さらに ℓ(m) ≥ k(m) かつ |xℓ(m) − σ| < 1/m となっていると仮定
する。次に k > ℓ(M) かつ |Mk − σ| < 1/(M + 1) となるような k を取る。ふた
たび上と同様にMk ≥ σ であるが、一方でMk の定義から、ℓ ≥ k をうまく選ぶと
xℓ > Mk − 1/(M + 1)となるようにできて、このとき

σ − 1/(M + 1) ≤ Mk − 1/(M + 1) < xℓ ≤ Mk < σ + 1/(M + 1)

となるため、|xℓ − σ| < 1/(M + 1) である。そこでこの k, ℓ をそれぞれ k(M +

1), ℓ(M + 1)とする。こうして作られた部分列 (xk(n))は明らかに σ に収束する。以
上で証明が完成した。

(4) Mn ≥ mn がすべての nについて成り立つので、この極限を取ればよい。
(5) 元の数列が極限を持っていれば、任意の部分列の収束先は一致する。発散する場合も
同様。したがってイからロは (3)によりただちに導かれる。
ロからイについて。上極限を σ とすると、まず σ = +∞ の場合は xn ≥ mn より、
追い出しの原理からただちに limn→∞ xn = +∞を得る。σ = −∞の場合も同様に、
Mn ≥ xn より、追い出しの原理から limn→∞ xn = −∞ を得る。σ ∈ R の場合は、
関係

mn ≤ xn ≤ Mn

から、はさみうちの原理によってやはり limn→∞ xn = σ を得る。
ロとハの同値性は (4)から明白である。

問題２２：まず、F が閉集合ならば F = cl.F なので、F の点列の収束先は必ず F に所属
しなければならない。逆に、F の点列の収束先が必ず F に属するということは、cl.F = F
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を意味し、よって F は閉集合である。二番目の主張については、U が開集合でないなら
F = U c も閉集合ではないので、F の点列で U 内に収束するものが存在する。逆は容易
であるから省略する。

問題２３：まず x ∈ X とする。xn は xに収束する X の点列としよう。V は xn のうち
x以外を取っている点すべてを集めてきた集合とし、U = X \ V とする。このとき U は
x を含む開集合であるから、ある N が存在して n ≥ N ならば xn ∈ U である。これは
n ≥ N ならば xn = xであることを意味する。よって (f(xn))は Y の位相で f(x)に収
束する。
一方、V = (x− 1, x+ 1)とすると f(U) ⊂ V は U ⊂ V を意味する。しかしこのよう
な U は X の開集合ではありえないため、f は連続ではない。

問題２４：系 2.2について。(i)から (ii)は明らかであるため、(ii)から (i)のみ示せばよ
い。U を Y の開集合とすると、ある集合族 (Uα) ⊂ B によって U = ∪αUα となる。す
ると、

f−1(U) = f−1(∪αUα) = ∪αf(Uα)

となり、f−1(U)は X の開集合であることがわかる。
系 2.3について。(i)と (ii)の同値性は系 2.2からわかる。(iii)と (iv)の同値性は明ら
か。よって (ii)と (iii)が同値であることだけ確かめればよい。まずは (ii)から (iii)につ
いて考えると、関係

f−1((a,+∞)) = ∪nf
−1((a, a+ n)), f−1((−∞, a)) = ∪nf

−1((a− n, a))

からただちにこの結論を得る。よって残るは (iii)から (ii)を示すことだけであるが、

f−1((a, b)) = f−1((a,+∞)) ∩ f−1((−∞, b))

より、やはり所望の結果を得る。

問題２５：

1) W を g(f(x0))の近傍とすれば g(V ) ⊂ W となる f(x0)の近傍 V があり、f(U) ⊂ V

となる x0 の近傍 U があるが、このとき (g ◦ f)(U) ⊂ W である。
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2) (a) まず、F (x) = |x|が連続であることは、

F−1((a,+∞)) = (a,+∞) ∪ (−∞,−a),

F−1((−∞, b)) =

{
(−b, b) if b > 0

∅ if b ≤ 0

で、どちらも開になることから示される。|f | = F ◦ f であるから、1)によりこれ
も連続である。

(b) F (x) = αxとする。α > 0ならば

F−1((a, b)) = (a/α, b/α)

であり、α < 0ならば
F−1((a, b)) = (b/α, a/α)

であるから、これらは開集合であり、よって αf = F ◦ f は連続である。α = 0の
ときは、(αf)は恒等的に 0の関数なので、自明に連続である。

(c) 計算すると、

(f + g)−1((a,+∞)) = ∪b∈R (f−1((a+ b,+∞)) ∩ g−1((−b,+∞)))

(f + g)−1((−∞, a)) = ∪b∈R (f−1((−∞, a+ b)) ∩ g−1((−∞,−b)))

であるから、これらはともに開である。
(d) H(x) = x2 と定義すれば、

f · g =
1

4
[(f + g)2 − (f − g)2] =

1

4
[H(f + g)−H(f − g)]

である。ここで −g は (b)から連続であり、よって f + g, f − g も (c)から連続な
ので、H が連続でさえあれば f · g も連続になる。しかし実際に計算すれば、

H−1((a,+∞)) =

{
R if a < 0

(−∞,
√
a) ∪ (

√
a,+∞) if a ≥ 0

H−1((−∞, b)) =

{
(−

√
b,+

√
b) if b > 0

∅ if b ≤ 0

となって、たしかにいずれの場合も開集合になるため、H は連続である。
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(e) 関数 F (x) = 1/xとすれば、

F−1((a,+∞)) =


(0, 1/a) if a > 0

(0,+∞) if a = 0

(−∞, 1/a) ∪ (0,+∞) if a < 0

F−1((−∞, a)) =


(1/a, 0) if a < 0

(−∞, 0) if a = 0

(−∞, 0) ∪ (1/a,+∞) if a > 0

であるから、どの場合も開であり、F は連続である。1/f = F ◦ f なので、これ
も連続である。

(f)
(max{f, g})−1((a,+∞)) = f−1((a,+∞)) ∪ g−1((a,+∞))

(max{f, g})−1((−∞, a)) = f−1((−∞, a)) ∩ g−1((−∞, a))

なので、これらはともに開であり、よって連続である。
(g) (f)と同様である。

3) 距離空間なので点列で議論すればよいが、これらはいずれも容易に示せるため、省略
する。

問題２６：f が連続であれば f−1(cl.A) は閉で、f−1(A) を含むため、その閉包を含む。
逆に f が連続でなければ、ある閉集合 A について f−1(A) が閉ではない。このとき
f−1(cl.A) = f−1(A)であるから、それは右辺を含み得ない。以上から、(i)と (ii)は同値
である。
次に、f が連続であるにも関わらず、f(cl.A) \ cl.f(A) ̸= ∅であったとする。このとき、

y ∈ f(cl.A) \ cl.f(A) であるとし、U = (cl.f(A))c とすると、y ∈ U ∩ f(cl.A) である。
よって、f(x) = yとなる x ∈ cl.Aが存在し、また f が連続であることから、V = f−1(U)

は xの開近傍である。z ∈ V ならば f(z) ∈ U なので f(z) /∈ f(A)となり、故に z /∈ A

となるが、これは x /∈ cl.Aを意味し、矛盾が生ずる。よってこれはあり得ず、(i)は (iii)

を含意する。
逆に、f が連続ではないとしよう。このとき、ある閉集合 B について A = f−1(B)は
閉ではない。このとき cl.f(A) = B の閉包は B であるが、一方で cl.A \Aの要素は B に
値を持たないので、(iii)が成り立たない。よって、(i)と (iii)は同値である。

問題２７：
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(1) ex が連続であることは既知とする。x ̸= y であるところでは、F (x) = −1
|x−y| は

定義されて連続であるから、これと ex の合成である f(x, y) もそのような点 (x, y)

において連続である。したがって、x = y となる点での連続性を示せばよいが、
limx→−∞ ex = 0であるから、たとえば次のように考えればよい。いま、(xn, yn)を
(x, x)に収束する点列とする。このとき、N1 = {n|xn = yn}とし、N2 = {n|xn ̸= yn}
としよう。N2 が有限集合であるとき、十分大きい番号の n について f(xn, yn) = 0

となるため、f(xn, yn) → 0 = f(x, x)となる。N1 が有限集合であるとき、十分大き
い番号の nについて xn ̸= yn なので、

lim
n→∞

f(xn, yn) = lim
n→∞

e−
1

|xn−yn| = 0

となる。最後に、N1 も N2 も無限集合であるときには、N1 の要素からなる部分列
(xk(n), yk(n))と、N2 の要素からなる部分列 (xℓ(n), yℓ(n))の双方を調べて、両方 f の
値が 0に収束することから、limn→∞ f(xn, yn) = 0を得る。以上で証明が完成した。

(2) x の符号と p, q の符号の関係が指定されていないため判定しづらいが、そもそも
F (x) = xは R \Q上で一様連続であり、したがってこれの Rへの連続拡張は一意に
定まる。それと異なる値を Q上に指定している以上、この関数は連続になり得ない。
おそらくすべての点で連続でないのだろうと思われるが、その確認は省略することに
した。

(3) x = y, x ̸= 0ならば f(x, y)は常に +1なので、この関数は原点で連続になり得ない。

問題２８：

(1) 背理法による。0 /∈ f([a, b])を仮定すると、f([a, b]) ⊂ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)であって
f([a, b])が連結でなくなる。しかし [a, b]は連結で f は連続なのだから、これは矛盾
である。

(2) 平行移動によって容易に示される。

問題２９：

(1) (ii) と (iii) の同値性は明らかなので (i) と (ii) の同値性だけ示す。(i) を仮定し、
x ∈ {y ∈ X|f(y) < λ}とすれば、上半連続性から xの近傍で {y ∈ X|f(y) < λ}に
含まれるものが存在する。したがって {y ∈ X|f(y) < λ} は開で、(ii) が成り立つ。
逆に (ii)を仮定すれば、f(x) < λであるとき、x ∈ {y ∈ X|f(y) < λ}であり、この
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集合は開であるから、ある xの近傍 U について U ⊂ {y ∈ X|f(y) < λ}となり、し
たがって (i)が成り立つ。以上で同値性の証明が終わった。

(2) (i)を仮定し、λ > f(x0)とすれば、(xn)が x0 に収束するときには十分大きな nに
ついて常に λ > f(xn) であり、したがって lim supn f(xn) < λ を得る。λ につい
て下限を取れば (ii) が成り立つ。逆に x0 について上半連続でないとすれば、ある
λ > f(x0)について任意の nに対してある xn ∈ B1/n(x0)があって f(xn) ≥ λとな
るが、このとき (xn)の上極限が λを上回るため、(ii)も成り立たない。以上で (i)と
(ii)の同値性が示された。

問題３０：後に示される定理 3.10の特殊ケースに過ぎないため、省略する。

問題３１：まず３）について。Xλ がすべてハウスドルフで、かつ X =
∏

λ Xλ とする。
x, y ∈ X について x ̸= y とすれば、ある λについて xλ ̸= yλ となる。Xλ はハウスドル
フなので、ある xを含む開集合 Uλ と y を含む開集合 Vλ で共通部分を持たないものが存
在する。このとき U = π−1

λ (Uλ), V = π−1
λ (Vλ) はそれぞれ円筒集合であるから開で、x

と y を分離する。故に X もハウスドルフである。
次に４）について。以降、X =

∏
n Xn としたとき、当該 X の距離についての開球

Br(x) = {y ∈ X|ρ(x, y) < r}と、Xnについての開球Bn
r (xn) = {yn ∈ Xn|ρn(xn, yn) <

r}を区別して書くことにする。

(i) この関数 ρ が距離であることの確認は容易なので省略する。任意の円筒集合 U =

Ui × ∪j ̸=iXj について、Ui が開であれば任意の x ∈ U について ρi に関する開
球 Bi

r(xi) で Bi
r(xi) ⊂ Ui となるものが存在するが、このとき Br(x) ⊂ Bi

r(xi) ×∏
j ̸=i Xj ⊂ U となる。したがって任意の開円筒集合は ρ の距離に関しても開であ

ることがわかる。故に、任意の直積位相における開集合は距離 ρ についても開集
合である。逆に、U ⊂ X が距離 ρ についての開集合であるとし、x ∈ U とする。
Br(x) ⊂ U となる r > 0を取ると、V ≡

∏p
i=1 B

i
r/p(xi) ⊂ Br(x) ⊂ U であり、か

つ V は直積位相について開集合である。よって二つの位相における開集合の概念は
一致する。

(ii) まずこれが X ≡
∏∞

n=1 Xn 上の距離であることを示す。予備的な計算として、

f(x) =
x

1 + x
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が x ≥ 0で単調関数であることを示そう。このためにはこの関数を微分すれば、

f ′(x) =
1

(1 + x)2
> 0

であることからわかる。
さて、考えている関数が距離であることを示すのだが、三角不等式さえ示せれば十
分であろう。そこで x, y, z ∈ X とすると、上の結果および絶対収束級数が順序交換
について不変であることから、

ρ(x, z) =
∑
n

1

2n
ρn(xn, zn)

1 + ρn(xn, zn)
≤
∑
n

1

2n
ρn(xn, yn) + ρn(yn, zn)

1 + ρn(xn, yn) + ρ(yn, zn)

=
∑
n

1

2n
ρn(xn, yn)

1 + ρn(xn, yn) + ρn(yn, zn)
+
∑
n

1

2n
ρn(yn, zn)

1 + ρn(xn, yn) + ρn(yn, zn)

≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

となるため、たしかにこれは三角不等式を満たす。
次に円筒集合 U = Un × ∪m ̸=nXn について、Un が開集合であるとき、x ∈ U であ
ればある距離 r > 0について Bn

r (xn) ⊂ Un となる。このとき、r′ = 2−nr とすれ
ば、Br′(x) ⊂ Bn

r (xn)×
∏

m ̸=n Xn ⊂ U となる。したがって、距離 ρはすべての直
積位相の基底を開集合にする位相であることがわかった。故にこの距離の位相は直
積位相を含む。
逆に、この距離による開集合 U ⊂ X を取ってこよう。x ∈ U とすれば、ρによる開
球 Br(x)で U に含まれるものが存在する。ここで、∑

n>N

1

2n
<

r

2

となる N をひとつ取る。また、対応して
s

1 + s
<

r

2

となる s > 0をひとつ取る。このとき、

V = ∩N
n=1π

−1
n (Bn

s (xn))

と置くと、これは円筒集合の有限個の共通部分なので初等集合であり、しかも x ∈ V

かつ V ⊂ U である。よって U は直積位相でも開集合である。以上で証明が完成
した。
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(iii) (xk
n)がすべて xn に収束しているような X =

∏∞
n=1 Xn 上の点列 (xk)については、

ε > 0を任意に取ると、すべての nについてある Kn が存在して、k ≥ Kn ならば
ρn(x

k
n, xn) <

ε
2 である。そこで ∑

n>N

2−n <
ε

2

を満たす N を取り、K = max{K1, ...,KN}とすれば、k ≥ K のときには

ρ(xk, x) <
N∑

n=1

1

2n

ε
2

1 + ε
2

+
∑
n>N

1

2n
<

N∑
n=1

ε

2n+1
+

ε

2
< ε

となって、xk は xに収束することが確認できる。逆に (xk)が xに収束している場
合、nがなんであろうと

ρn(x
k
n, xn) ≤ 2nρ(xk, x) → 0

なので、(xk
n)は xn に収束する。

問題３２：(i)は f−1 が連続であることと同値なので、この結果はそれより前の定理群の
結果から明らかである。

問題３３：予備的な結果として、以下を示す。いま、(an) と (bn) は数列であるとした
とき、

lim inf
n

an + lim sup
n

bn ≤ lim sup
n

(an + bn) ≤ lim sup
n

an + lim sup
n

bn

である。実際、cn = an + bn とし、数列 (xn)について

Mx
N = sup

n≥N
xn, mx

N = inf
n≥N

xn

と定義すると、n ≥ N ならば

ma
N + bn ≤ cn = an + bn ≤ Ma

N +M b
N

である。真ん中の cn について上限を取ってやると

ma
N + bn ≤ M c

N ≤ Ma
n +M b

N

となり、右辺の bn について上限を取ると

ma
N +M b

N ≤ M c
N ≤ Ma

N +M b
N
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を得る。N → ∞ として望んでいた不等式が得られる。特に limn→∞ an が定まる場合、
lim infn an = lim supn an であり、よって上の結果から

lim
n→∞

an + lim sup
n

bn = lim sup
n

(an + bn)

を得る。また同様の手続きから

lim
n→∞

an + lim inf
n

bn = lim inf
n

(an + bn)

も得られる。
さて、(xn)を xに収束する点列とする。このとき任意の a ∈ Aに対して

f(x) ≤ ρ(x, a) ≤ ρ(x, xn) + ρ(xn, a)

となる。右辺を aについて下限を取ると

f(x) ≤ ρ(x, xn) + f(xn)

を得る。下極限を取れば、
f(x) ≤ lim inf

n→∞
f(xn)

が示せたことになる。
逆に、任意の a ∈ Aに対して

f(xn) = ρ(xn, a) ≤ ρ(xn, x) + ρ(x, a)

である。したがって右辺を aについて下限を取って整理すると

f(xn)− ρ(xn, x) ≤ f(x)

を得る。上極限を取れば、
lim sup
n→∞

f(xn) ≤ f(x)

となる。以上から
lim

n→∞
f(xn) = f(x)

が示せた。よって f は連続である。

問題３４：

(1) これは (2)と同時に示す。

15



(2) まず、(xn)は lp 内のコーシー列であると仮定する。ここでmを固定すると、

|xn
m − xk

m| = (|xn
m − xk

m|p)1/p ≤ ρ((xn), (xk))

となるため、数列 (xn
m)はコーシー列であり、よってある x∗

m に収束する。
次に、この収束先を並べてできた数列 (x∗)が lp に属することを示す。このためには、
あるm0 が存在して、

∞∑
m=m0

|x∗
m|p < 1

となることを示せばよい。まず (xn)は lp 内のコーシー列であるから、十分大きな n0

に対して、n ≥ n0 ならば ρ((xn), (xn0)) <
(
1
3

)p とできる。この n0 に対して、
∞∑

m=m0

|xn0
m |p <

(
1

3

)p

となるm0 が存在する。n > n0 ならばミンコフスキーの不等式から任意のm1 > m0

に対して(
m1∑

m=m0

|xn
m|p
)1/p

≤

(
m1∑

m=m0

|xn
m − xn0

m |p
)1/p

+

(
m1∑

m=m0

|xn0
m |p

)1/p

<
2

3

になる。nについて極限を取れば(
m1∑

m=m0

|x∗
m|p
)1/p

≤ 2

3

であるが、これの左辺をm1 に関して上限を取れば、

(
∞∑

m=m0

|x∗
m|p)1/p < 1

を得る。両辺を p乗することによって我々は所望の結論を得る。
後は (xn)が (x∗)に距離 ρについて収束することを示せばよい。そこで ε > 0をひと
つ固定しよう。n0 を、n ≥ n0 ならば

ρ((xn), (xn0)) <
(ε
3

)p
が成り立つように取る。次にm0 を、この固定した n0 に対して

∞∑
m=m0

|xn0
m − x∗

m|p <
(ε
3

)p
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となるように取る。このとき、任意の n > n0 について( ∞∑
m=m0

|xn
m − x∗

m|p
)1/p

≤

( ∞∑
m=m0

|xn
m − xn0

m |p
)1/p

+

( ∞∑
m=m0

|xn0
m − x∗

m|p
)1/p

<
2ε

3

となる。ここでさらに n1 を、n > n1 ならば m ∈ {1, ...,m0 − 1} について |xn
m −

x∗
m|p <

ε−( 2ε
3 )

p

2m となるように取る。このとき、N = max{n0, n1}を上回る任意の n

に対して、

ρ((xn), (x∗))p =

m0−1∑
m=1

|xn
m − x∗

i |p +
∑

m≥m0

|xn
m − x∗

m|p < ε

となるので、ρ((xn), (x∗)) → 0が示された。以上で証明が完成した。
(3) (xn)は l∞ 内のコーシー列であると仮定する。距離の定義から、固定された任意のm

について (xn
m)は実数のコーシー列であることがわかる。したがってこの点列はある

数 x∗
m に収束する。これを並べた数列を (x∗)と書こう。

(xn)はコーシー列であるから、ある n0 が存在して、n > n0 ならば

sup
m

|xn
m − xn0

m | < 1

となる。(xn0
m ) は m について有界であるから supm |xn0

m | = M と置けば、任意の m

について
|x∗

m| ≤ |x∗
m − xn0

m |+ |xn0
m | ≤ M + 1

となる。したがって (x∗) ∈ l∞ であることがわかった。
最後に、(xn)が (x∗)に収束していることを示す。このため、ε > 0をひとつ固定す
る。n0 を n, k > n0 ならば

ρ((xn), (xk)) <
ε

2

となるように取る。このとき、固定した任意のmについて

|xn
m − xk

m| < ε

2

であるから、k について極限を取ることにより、

|xn
m − x∗

m| ≤ ε

2

である。この左辺をmについて上限を取れば、n > n0 という条件の下で

ρ((xn), (x∗)) < ε

を得る。以上で証明が完成した。

17



問題３５：

(1) 関数
fn(x) = max{min{n(2x− 1), 0}+ 1, 0}

を考えると、fn(x)は非負関数であり、x ≤ (n−1)/2nならば fn(x) = 0で、x ≥ 1/2

ならば fn(x) = 1である。ここで

F (x) =
x− 1

2x

とすれば
F ′(x) =

1

2x2
> 0

であり、したがって n,m ≥ N ならば x ≤ (N−1)/2N である限り fn(x) = fm(x) = 0

である。よって

ρ(fn, fm) =

∫ 1/2

(N−1)/2N

|fn(x)− fm(x)|dx ≤ 2[1/2− (N − 1)/2N ] = 1/N

となる。以上から、(fn)は ρについてコーシー列であることがわかった。一方で、

f(x) =

{
0 if x < 1/2

1 if x ≥ 1/2

とすれば、

ρ(fn(x), f(x)) =

∫ 1/2

(n−1)/2N

(1− fn(x))dx ≤ [1/2− (n− 1)/2n] = 1/n

となるため、(fn)は f に収束するが、この収束先が連続ではない。もし (fn)が連続
関数 g にも収束していたとすれば、有界収束定理から∫ 1

0

|g(x)− f(x)|dx = lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)− fn(x)|dx = 0

であるため、{x ∈ [0, 1]|g(x) ̸= f(x)} は測度 0 であることになる。その場合、
任意の n に対して 1/2 − 1/2n < x < 1/2 < y < 1/2 + 1/2n となる x, y で
g(x) = f(x), g(y) = f(y)となるものが存在し、それを xn, yn と置けば、g が連続で
あることから、

0 = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = g(1/2),

1 = lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

g(yn) = g(1/2)

となることになるが、これはあり得ない。よってこのような gは存在しないのである。
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(2) まず上の距離 ρについては、ワイエルシュトラスの近似定理から、任意の連続関数に
一様収束する無限回微分可能な関数の列が存在する。しかし任意の連続関数が微分可
能というわけではないので、これは上の距離について C1 が完備ではないことを意味
する。
下の距離については第三章で完備であることが示されている。

問題３６：f(x) = ex は Rから R++ への位相同型写像であるが、R++ は通常の絶対値に
よる距離の下では完備ではない。なぜなら、(1/n)の収束先が存在しないからである。

問題３７：f(x) = 1/xとし、xn = 1/nとすれば f(xn) = nで、前者はコーシー列だが
後者はコーシー列ではない。

問題３８：一様連続性がないために拡張できない例は問題３７を参照。
完備性については、Y = Qとし、f(x) = xという Qから Qへの関数を考える。もし

f が R 上への連続拡張 F を持つとした場合、F : R → Q であることになる。一方で f

自体の値域を Rと考えたものを f̃ とし、対応して F の値域を Rと捉えたものを F̃ と書
くと、F̃ は f̃ の連続拡張でもある。ところで、f̃ の連続拡張には G(x) = xも該当する。
定理 2.20 から拡張は一意的であり、したがって F̃ = G でなければならない。ところが
x ∈ R \Qに対して F̃ (x) = F (x) ∈ Qかつ G(x) /∈ Qであるから、これはあり得ない。

問題３９：X = {x1, x2}とし、ここに密着位相を導入すると、A = {x1}はコンパクトで
あるが閉ではない。

問題４０：(iii) が成り立つとき、(Fα) が閉集合族ならば cl.Fα = Fα であるから、ここ
からただちに (ii)を得る。逆に、(ii)が成り立つとき、任意の部分集合族 (Mα)に対して
Fα = cl.Mα とすれば (Fα)は閉集合族であるから、これに (ii)を適用することで (iii)が
得られる。よって (ii)と (iii)は同値である。
次に、仮に X がコンパクトであり、かつ閉集合族 (Fα)の共通部分が空だと仮定する。
このとき、(Uα) = (F c

α)はX の開被覆であるから、部分開被覆 (U1, ..., Un)を持つ。する
と Fi = U c

i とすれば ∩iFi = ∅となり、よって (Fα)は有限交叉性を持たない。対偶を取
ることで、(Fα)が有限交叉性を満たす閉集合族ならば、全体の共通部分が存在するとい
う結果を得る。
逆に、X がコンパクトではないとする。このとき、ある X の開被覆 (Uα)で、有限部
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分被覆を持たないものが存在する。このとき、Fα = U c
α とすれば、(Fα)は有限交差性を

満たす閉集合族である。一方で ∩αFα = ∅なので、(ii)が成り立たない。以上から、(i)か
ら (ii)が、また (i)の否定から (ii)の否定が示せたので、(i)と (ii)は同値である。

問題４１：(Uα)をM の開被覆とし、(Vn)は可算個の基底とする。このとき、Vn のうち
どれかひとつの Uα に含まれるものの全体を (Wn)と置くとこれは可算個で、かつM の
開被覆になっている。ここで、各Wn に対してWn ⊂ Uα となる Uα が少なくともひとつ
存在するから、これを Un と書く。すると (Un)は可算個で、(Uα)の部分開被覆である。

問題４２：対角線論法での証明を想定されていると思われるが、実のところこれはチコノ
フの定理の特殊ケースに過ぎないので、省略する。

問題４３：

(1) まず、
1

2n0−1
<

ε2

2

となる n0 をひとつ取る。次に、n = 1, ..., n0 に対して xn がすべてある整数 k につ
いて k

2
n+1
2

εという形式で書かれ、n > n0 であれば xn = 0であるような x ∈ Π をす
べて取ってきたものを Aと置く。この Aは有限集合であるが、一方で任意の y ∈ Π

に対してある x ∈ Aが存在して、すべての n ∈ {1, ..., n0}に対して

|xn − yn|2 <
ε2

2n+1

となる。したがって、

ρ(x, y)2 =

∞∑
n=1

|xn − yn|2 =

n0∑
n=1

|xn − yn|2 +
∞∑

n=n0+1

|yn|2 < ε2

となるため、Aは ε-網を成す。
(2) 空間 l2 は完備なので、集合Π が閉であれば、それはコンパクトである。そこで (xk)

を Π の列で x ∈ l2 に収束しているとする。このとき

|xk
n − xn| ≤ ρ(xk, x) → 0

より、xk
n → xn であり、すべての k について |xk

n| ≤ 1/2n−1 であることから、
|xn| ≤ 1

2n−1 を得る。よって x ∈ Π であり、これで Π の閉性が示された。

20



(3) 同様にして n0 を
∞∑

n=n0+1

1

n2
<

ε2

2

となるように取って、Aを上記と同様の集合とすれば、やはり任意の y ∈ Π に対し
て、n ∈ {1, ..., n0}ならば常に

|xn − yn|2 <
ε2

2n+1

となる x ∈ Aが存在する。このとき、

ρ(x, y)2 =

n0∑
n=1

|xn − yn|2 +
∞∑

n=n0+1

|yn|2 < ε

となるため、Aが ε-網を成す。したがって Π はやはりコンパクトになる。一般論と
して、 1

2n−1 を 1√
n
などの二乗和が発散する数列に変えた場合、初めて Π は全有界で

はなくなると思われる。

問題４４：

(1) A1, ..., An がコンパクトで、A = ∪n
i=1Ai とするとき、Aの開被覆 (Uα)は Ai の開被

覆でもあるから、有限部分被覆 U i
1, ..., U

i
ni
が存在する。これらをすべて集めたものが

Aの有限部分被覆となる。
(2) 各Kα はコンパクトであり、X はハウスドルフであるから、これらは閉である。よっ
て ∩αKα は閉であり、さらにコンパクト集合 Kα に含まれる。ここからただちに結
論を得る。X がハウスドルフでない場合の反例については、N の部分集合全体に R
を付け加えた集合族は Rの位相になる。このとき、Nを真部分集合として含む集合は
すべてコンパクトになる。しかしそれらの共通部分である Nはコンパクトではない。

(3) まず x ∈ K1 をひとつ固定する。任意の y ∈ K2 に対して、

x ∈ Uy, y ∈ V y, Uy ∩ V y = ∅

という条件を満たす開集合 Uy, V y が存在する。(V y)はK2 の開被覆なので有限部分
被覆 (V 1, ..., V n)が存在する。対応する (U1, ..., Un)を取り、

Ux = ∩iU
i, Vx = ∪iV

i
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と置けばこれらは開集合で、K2 ⊂ Vx、x ∈ Ux、Ux ∩ Vx = ∅である。(Ux)はK1 の
開被覆なので有限部分被覆 (W1, ...,Wm)を持つ。対応する (V1, ..., Vm)を取り、

U1 = ∪iWi, U2 = ∩iVi

と置けばこれらが条件を満たす。
(4) (Uα) が A の開被覆であるとき、Vα = Uα × Y と置けば、これは A × B の開被覆
であるため、有限部分被覆 V1, ..., Vn を有する。明らかに U1, ..., Un は A の開被覆
であるため、A がコンパクトであることがわかる。同様に B もコンパクトである。
さて、直積位相の定義から、任意の (x, y) ∈ A × B に対して、Ux,y × Vx,y ⊂ W と
なる X の開集合 Ux,y と Y の開集合 Vx,y で x ∈ Ux,y と y ∈ Vx,y を満たすものが
存在する。x ∈ Aを固定したとき、(Vx,y) は B の開被覆であるため、有限部分被覆
Vx,y1 , ..., Vx,yn を持つ。そこで

Ux = ∩n
i=1Ux,yi , Vx = ∪n

i=1Vx,yi

と置くと Ux は xを含む開集合であり、Vx は B を含む開集合で、かつ Ux × Vx ⊂ W

が満たされる。(Ux)は Aの開被覆であるため、有限部分被覆 U1, ..., Um を持つ。そ
こで

U = ∪m
i=1Ui, V = ∩m

i=1Vi

とすれば、A ⊂ U,B ⊂ V であり、U, V は共に開集合で、かつ U × V ⊂ W となる。
以上で証明が完成した。

問題４５：M の直径が有限値Aで押さえられるとき、x ∈ M を一つ取り、r = ∥x∥+A+1

とすれば、y ∈ M であるときには常に

∥y∥ ≤ ∥y − x∥+ ∥x∥ ≤ A+ ∥x∥ < r

となるため、M ⊂ Br(0) となる。逆に M ⊂ Br(0) ならば x, y ∈ M のとき常に
∥x− y∥ < 2rなので、(i)と (ii)は同値である。一方、Cs = {x ∈ Rℓ||xi| ≤ s, i = 1, ..., ℓ}
とすると、Br(0) ⊂ Cr は明らかであり、一方で r =

√
ℓs+ 1とすれば Cs ⊂ Br(0)なの

で、(ii)と (iii)も同値である。

問題４６：全有界であれば有界であるから、逆だけを示せばよい。いま A ⊂ Rℓ が有界で
あるとすれば、ある r > 0について A ⊂ Br(0)となるが、このとき cl.A ⊂ Br+1(0)なの
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で、cl.Aも有界である。そこでハイネ＝ボレルの定理から、有界閉集合 cl.Aはコンパク
トであり、したがって定理 2.26から Aは全有界である。

問題４７：

(1)（不等号は ≤とするべきと考え、それで示してある）B + λS ⊃ Aとすれば、任意の
x ∈ Aに対してある y ∈ B が存在して ρ(x, y) ≤ λである。したがって ρ(x,B) ≤ λ

で、xは任意なので上限を取って η(A,B) ≤ λとなる。逆も同様にして η(B,A) ≤ λ

を得るため、h(A,B) ≤ λとなる。後はこの λについて下限を取ればよい。
(2) 1) h(A,B) ≥ 0 は明らかである。h(A,B) = 0 とする。すると η(A,B) = 0 なの

で、すべての x ∈ Aに対して ρ(x,B) = 0となり、したがって x ∈ cl.B となる。
よって A ⊂ cl.B であり、故に cl.A ⊂ cl.B が得られる。同様に η(B,A) = 0から
cl.B ⊂ cl.Aを得るので、cl.A = cl.B である。逆に cl.A = cl.B であるときには、
x ∈ Aならば x ∈ cl.B であるから η(A,B) = 0であり、同様に η(B,A) = 0であ
るから、h(A,B) = 0である。

2) これは定義から明らかである。
3) x ∈ A, z ∈ C とする。このとき任意の y ∈ B に対して、

ρ(x,C) ≤ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

である。よって右辺を z について下限を取って、

ρ(x,C) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, C) ≤ ρ(x, y) + η(B,C)

を得る。右辺を y について下限を取って、

ρ(x,C) ≤ ρ(x,B) + η(B,C) ≤ η(A,B) + η(B,C)

が得られるので、左辺の上限を取って、

η(A,C) ≤ η(A,B) + η(B,C)

が示される。同様に
η(C,A) ≤ η(C,B) + η(B,A)

を得るため、目的の式が示される。
(3) ここから先は答えがそのまま書いてあるため、省略する。

問題４８：
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(1) X ∪ {x∞} ∈ T ∗ である。一方、∅ ∈ T ⊂ T ∗ である。
次に (Uα)を T ∗ とし、U = ∪αUα とする。Uα がすべてX の開集合であれば、明ら
かに U ∈ T ∗ となる。一方、そうでないような Uα に対しては Uα = Vα ∪ {x∞}と
なる Vα ∈ T が存在するが、この Vα に対してX \Vα はコンパクトである。Uα ∈ T

となる Uα に対しては Vα = Uα とすれば、

∪αUα = (∪αVα) ∪ {x∞}

となる。このとき、X \ (∪αVα)はコンパクトであるから、これは T ∗ に属する。
最後に、U1, U2 ∈ T ∗とする。U1, U2のいずれかがT に属していればU1∩U2 ∈ T ⊂
T ∗である。一方で U1, U2のいずれも x∞を含む場合は、K1 = X \U1,K2 = X \U2

はいずれもコンパクトであり、したがって

X \ (U1 ∩ U2) = K1 ∪K2

もコンパクトとなる。ここからただちに U1 ∩ U2 ∈ T ∗ を得る。以上から、T ∗ はた
しかに位相の条件を満たすことが確認された。

(2) U ∈ T ∗ なら U ∩X ∈ T であり、T ⊂ T ∗ であるから、主張は正しい。
(3) まずハウスドルフ性について示す。x, y ∈ X ならば証明することはなにもないため、

y = x∞ とする。局所コンパクト性によって、xのコンパクト近傍Kx が存在するが、
この内部を Ux と書き、Vx = (X \Kx) ∪ {x∞}と置けばこれが二点を分離する。
次にコンパクト性について示す。(Uα)α は X∗ の被覆とする。x∞ ∈ Uα とし、
X \ Uα = K と置く。また Uβ \ {x∞} = Vβ と置く。すると、(Vβ)は T における開
集合で、K を被覆する。したがってそれは有限部分被覆 (V1, ..., Vn)を持つ。対応す
る (U1, ..., Un)を取り、それに最初に取った Uα を加えればそれが元の開被覆の有限
部分被覆になる。

(4) X は距離空間かつ可分であるから完全可分であり、また距離空間であるからハウス
ドルフである。後者から、X∗ もハウスドルフであり、したがって x ∈ X∗ ならば
{x} は閉集合である。次に、完全可分の仮定から X の可算開基 (Un) を取る。ここ
で U を任意の非空開集合とし、x ∈ U とすると、X が局所コンパクトであること
から、x を含むコンパクト近傍 V ⊂ U が存在する。V の内部は x を含む開集合で
あるため、ある Un について x ∈ Un ⊂ V となる。したがって、U は (Un) の要素
のうち、閉包がコンパクトであるようなものの合併として書くことができる。よっ
てはじめから (Un)から閉包がコンパクトではないものをすべて取り除いておくこと
で、Un の閉包は常にコンパクトであると仮定してよい。KN = ∪N

n=1cl.Un とすると
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KN はコンパクト集合であるが、任意の x ∈ X に対して x ∈ UN ⊂ KN となる N

が存在するため、∪NKN = X となる。そこで、WN = (X \ KN ) ∪ {x∞} とすれ
ば、WN は x∞ の開近傍になる。一方、x∞ を含む X∗ の任意の開近傍 U に対して、
K ≡ X∗ \U はコンパクトであり、したがって (Un)はK の開被覆を成す。よってあ
る N についてK ⊂ ∪N

n=1Un ⊂ KN となるが、これはWN ⊂ U を意味する。以上か
ら、(Un) ∪ (WN )が T ∗ の可算基底となるため、X∗ は完全可分である*1。
後は、X∗ が正規であることだけを示せばよい。F0 と F1 は互いに素な X∗ の閉集合
としよう。もし F0, F1 ⊂ X であれば、X が距離空間であることから、ウリゾーンの
補題を用いて連続関数 f : X → [0, 1]で f−1(0) = F0, f

−1(1) = F1 となるものが存
在するから、U0 = f−1([0, 1/3)), U1 = f−1((2/3, 1])とすればこれが F0と F1を分離
する。よって x∞ ∈ F0 を仮定する。このとき x∞ /∈ F1 であるため、X∗ \ F1 ∈ T ∗

より、F1 はコンパクトでなければならない。いま、G0 = X∗ \ F0 は F1 を含む開
集合であるから、x ∈ F1 であれば、x のコンパクト近傍 Kx で G0 に含まれるもの
が存在する。Kx の内部を Ux と書くと、(Ux)は F1 の開被覆なので、有限部分被覆
U1, ..., Un が存在する。対応してK1, ...,Kn を取り、K = ∪n

i=1Ki とすれば、K はコ
ンパクトであり、その補集合 V = X∗ \K は F0 を含む開集合で、U = ∪n

i=1Ui は F1

を含む開集合であり、U ∩ V = ∅である。以上で証明が完成した。

問題４９：対偶法による。X = U ∪ V で、U, V は互いに交わらない非空開集合であると
する。このとき任意の稠密集合M ⊂ X に対してM ∩ U とM ∩ V は互いに交わらない
非空開集合で、合併するとM に等しい。よってM は非連結である。

問題５０：背理法の仮定として、(0, 0)と (1, sin 1)を結ぶ V 内の連続な曲線 f : [0, 1] →
V が存在したとする。仮定から f(0) = (0, 0) かつ f(1) = (1, sin 1) である。I =

f−1({(x, y) ∈ V |x ≤ 0}) は閉であるため、[0, 1] のコンパクト性から、I もコンパク
トである。よって I には最大値が存在するので、それを tと置く。仮定から t < 1である。
ここで tn ↓ tとなる [0, 1]内の数列 (tn)を取ると、f は連続なので f2(tn)は f2(t) = 0へ
収束しなければならない。そこで、tn を以下のように作る。まず、第一座標 f1 は連続な
ので、中間値の定理によって f1(t1) =

2
π となるような点が存在する。以下、帰納的に tn

まで定まり、f1(tn) =
2

(2n−1)π となったとする。このとき tと tn について中間値の定理
を用いると、f1(tn+1) =

2
(2n+1)π となるような tn+1 ∈ (t, tn)の存在が示せる。このとき、

*1 完全可分性は他の文献では第二可算 (second countable)と呼ばれることの方が多い。
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(tn)は減少数列なので、tn ↓ t∗ となる t∗ ≥ tが存在するが、f が連続なので f1(t
∗) = 0

であり、これは t∗ = tを意味する。するとどんな nについても f2(tn) = 1であるから、
f2(t) = 1を得るが、これは矛盾である。よってこのような f は存在せず、V は弧状連結
ではない。
一方、V = U1 ∪ U2 となる開集合 U1, U2 ⊂ V を取り、ただし (0, 0) ∈ U1 とする。こ
こで、

W+
i = {x ∈ R|x > 0, ∃y ∈ R, (x, y) ∈ Ui},

W−
i = {x ∈ R|x < 0, ∃y ∈ R, (x, y) ∈ Ui}

とする。このとき、W+
1 ,W−

1 は共に非空であり、W+
2 ,W−

2 のいずれかは非空である。
W+

2 ̸= ∅ ならば、W+
1 ,W+

2 は共に R の非空開集合で W+
1 ∪ W+

2 = R++ となるため、
R++ の連結性から、それらは共通部分を持つ。W−

2 ̸= ∅である場合も同様。したがって
U1 ∩ U2 ̸= ∅となるので、たしかに V は連結である。

問題５１：M∗ が開集合 U の連結成分であるとき、x ∈ M∗ とすれば、Br(x) ⊂ U と
なる r > 0 が存在する。一方で開球 Br(x) は弧状連結であるから連結であり、よって
Br(x) ⊂ M∗ となる。故にM∗ は開である。

問題５２：

(1) 集合 F1 = {z ∈ X|z ≾ x} と F2 = {z ∈ X|y ≾ z} はともに閉であり、共通部分
を持たない。X は連結だから U = X \ (F1 ∪ F2)は非空開集合になり、よってある
mi ∈ D を含む。

(2) x ≾ yとする。このとき、mi ≺ xならばmi ≺ yであるため、N(x) ⊂ N(y)である。
よって u(x) ≤ u(y)。
次に x ≺ y とすれば先ほどと同様に N(x) ⊂ N(y) である。(1) より N(y) ̸= N(x)

であるから、u(x) < u(y)である。対偶を取って、u(x) ≥ u(y)ならば x ⊀ y である
が、完備性からこのとき y ≾ xとなる。以上で示せた。
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